Curso 1: Singularidades de campos de vectores y foliaciones

Felipe Cano Torres (fcano@agt.uva.es)
Manuel M. Carnicer (carnicer@agt.uva.es)

1. Explosiones

Comenzaremos con un rapido repaso (o una répida presentacién para quien no los conozca)
de los conceptos de carta, de compatibilidad holomorfa de cartas, de atlas holomorfo, de variedad
analitica compleja y de aplicacién holomorfa (o analitica) definida en variedades. Los primeros
ejemplos evidentes de variedades serdn C", el espacio proyectivo P¢: y el producto de variedades.

En el producto C™ x P%_l consideramos el conjunto
Cr = {((x1,. . xn), [21,. .., 20]) € C™ X ]P’g_1 Jxi-zj=xj-2 Vi,je{l,...,n}}

al cual se le dota de estructura de variedad analitica compleja, tomando como atlas el conjunto
de cartas {(A;, ¢, Cn)}z’e{l,...,n}§ en donde llamamos A; a la intersecciéon de C™ con el abierto
Ui = {((z1,...,2n), [21, .-, 2]) € C*" x PL1 / 2; # 0} y llamamos ¢; a la aplicacién definida
por

Z1 Zi—1 Zi+1 z
oil(z1,y .. xn), [21, .-y 20]) = (z—i,...,;—i,xi,lz—i,...,z—?)
para todo ((z1,...,2n),[21,-..,2n]) € A Si llamamos 7 a la restriccién a C" de la primera

proyeccién py : C™ x Pgil — C™ tendremos una aplicacién analitica 7 : C" — C". El par ((E”, )
recibe el nombre de explosion de C™ con centro 0. Si U es un abierto de C" con 0 € U y tomamos
U =7~ (U) entonces el par (U, ;) se llama explosién de U con centro 0.

Si M es una variedad analitica y p € M, tomamos una carta (A,U, ) de M con p € A y
©(p) = 0. Si (U, 7) es la explosién de U con centro 0 podemos construir una nueva variedad M
sustituyendo el abierto A por el abierto U y podemos definir una aplicacion analitica  : M — M
que fuera de U es la identidad vy que en U es la composicién ¢ o 7 : U — A. La variedad M

asi obtenida es independiente (salvo isomorfismo) de la carta elegida y el par (M ,7) se llama
explosion de M con centro p.

2. Foliaciones singulares

Repasamos los conceptos de fibrado tangente y cotangente, de campo de vectores (holomorfo)
y de 1-forma holomorfa. Recordamos el teorema de Frobenius, especialmente para el caso de
dimensién 1 y codimensién 1. Definimos un atlas foliado en codimensién 1 en una variedad
analitica M como una familia de pares {(U;,w;)}icr donde U; es un abierto de M y w; una
1-forma holomorfa definida en M tales que la unién de los abiertos es todo M y que cumplen
una condicién de compatibilidad (para cada i,j € I con U; NU; # 0 se tiene que existe una
funcién holomorfa nunca nula g;; definida en U; N U; de forma que w; = g;jw;), una condicién
de saturacién (que se expresa geométricamente en el hecho de que el conjunto de puntos donde
cada w; se anula tiene codimensién al menos 2) y una condicién de integrabilidad (que se cumpla
wi A dw; = 0 para todo i € I). Una definicién similar con campos de vectores en lugar de
con 1-formas nos da el concepto de atlas foliado en dimensién 1 (donde no es necesaria la
condicién de integrabilidad ya que en dimensién 1 se cumple siempre). De forma similar a cémo
un atlas holomorfo nos define una variedad, los atlas foliados nos definen foliaciones singulares en
dimensién 1y en codimensién 1. Cuando un par (U, w) que cumple las condiciones de saturacién
e integracién estd en el atlas foliado de codimensién 1 o es compatible con él decimos que w
es un representante local de la foliacién. Analogamente un campo de vectores definido en un
abierto de la variedad en el caso de foliaciones de dimensién 1. Los puntos donde las 1-formas
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holomorfas (o, en su caso, los campos de vectores) se anulan nos definen el lugar singular de las
foliaciones.

Dada una carta de la variedad analitica M con abierto de definicion U y funciones coorde-
nadas z1,...,z,, decimos que es una carta distinguida de una foliacién de codimension 1 si la
1-forma dz, es un representante local de la foliacién. Andlogamente, decimos que es una carta
distinguida de una foliaciéon de dimensién 1 si el campo de vectores 8%1 es un representante local
de la foliacién. Obviamente, todos los puntos que estan en el abierto de una carta distinguida
son puntos regulares de la foliacién. En las cartas distinguidas se definen las placas y pegando
placas obtenemos las hojas de la foliacién, subvariedades analiticas de codimensién 1 o de di-
mension 1 segin lo sea la foliacién. La descomposicion de la variedad M menos el lugar singular
de la foliacion en hojas nos da la interpretacién mas geométrica de una foliacién; de hecho dos
foliaciones que tienen las mismas hojas son la misma foliacion y de esta forma, en el caso de que
la variedad ambiente tenga dimensién dos, se identifican foliaciones de dimensién 1 y foliaciones
de codimensién 1. Asi mismo, esta visién de la foliacién nos permite algunos comentarios sobre
la forma de definir foliaciones singulares en general, es decir en dimension o en codimension
arbitraria.

3. Separatrices e integrales primeras

Dada una funcién holomorfa f, decimos que es una integral primera de una foliacién de
codimensién 1 si se tiene que df A w = 0 para cualquier representante local w de la foliacién.
Decimos que es integral primera de una foliacién de dimensién 1 si se tiene que D(f) = 0 para
cualquier campo de vectores D que sea representante local de la foliacién. Esto equivale a decir
que la funcién f es constante en las hojas de la foliacién. Mas aun, en el caso de foliaciones
de codimensién 1 esto quiere decir que “basicamente”la 1-forma df es un generador local de la
foliacion.

Decimos que la funcién es una separatriz de una foliaciéon en codimension 1 si para cada
1-forma w que sea un generador local de la foliacién existe una 2-forma holomorfa 7 de forma
que df Aw = f-n. Decimos que es una separatriz de una foliacién de dimension 1 si para cada
campo de vectores D que es generador local de la foliacion existe una funcién holomorfa g de
forma que D(f) = f-g. Geométricamente esto significa que la hipersuperficie f = 0 esta formada
por hojas y singularidades de la foliacion.

Introducimos también algunos invariantes locales de la foliacién, como la multiplicidad alge-
braica, el nimero de Milnor o los autovalores de la parte lineal en las foliaciones de dimension
1. Damos la forma de calcularlos a partir de la expresién en coordenadas de un generador local
de la foliacién.

4. Singularidades simples

A partir de ahora y hasta nueva orden nos limitaremos al caso de dimensién ambiente 2
(v por lo tanto hablaremos solo de foliaciones ya que se identifican las de dimensién 1 y de
codimensién 1), aunque haremos comentarios en algunos casos sobre como se generaliza al caso
de dimensiéon mayor. En dimensién ambiente 2 entonces, definimos una singularidad simple de
una foliaciéon como aquella que tiene parte lineal no nula y si A, 4 son los dos autovalores de esta
parte lineal entonces no son ambos cero y su cociente no es un racional positivo. Este tipo de
singularidades son las que aparecen al final del proceso de reduccién de singularidades del que
se habla en el siguiente apartado.

Comenzamos a describir ese proceso, que se hace por medio de explosiones, definiendo el
transformado de una foliacién por una explosién. Mas concretamente, si tenemos una foliacion
F definida sobre una variedad analitica de dimension dos M, si fijamos p un punto de M y
llamamos 7 : M — M ala explosién de M con centro p entonces definimos F una foliacién

sobre M a la que llamamos transformado de F por la explosién de M. Tiene la propiedad
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(y estd caracterizada por el hecho) de que alli donde 7 es un isomorfismo F no es més que
trasladar la foliacién F por ese isomorfismo; y se define a base de tomar para cada 1-forma w
que es generador local de F el pull-back 7*w y considerar ”basicamente”la foliacién que estas
1-formas nos dan (la expresién ”bésicamente” que ya se utilizé antes se refiere a que la 1-forma
m*w podria no cumplir la condicién de saturacion y hay que modificarla ligeramente para que
la cumpla). Distinguiremos dos tipos de explosiones: las dicriticas (aquellas en las que el divisor
excepcional no es una separatriz de la foliacién transformada) y las no dicriticas (aquellas en
que si lo es),

Para ver que las singularidades simples son las candidatas naturales a aparecer al final el
proceso de reduccién se prueba que al hacer la transformada por la explosiéon de centro p de
una foliacién para la que p es una singularidad simple, en el divisor excepcional (que es como
llamamos a 7~ 1(p) C M ) s6lo aparecen singularidades simples. Comentaremos otras propiedades
de las singularidades simples.

5. Reduccién de singularidades

Siguiendo con el estudio de las transformaciones que realiza una explosion, dada una funcién
holomorfa que esta definida en un abierto que contiene al centro de la explosién, se define
la transformada total y la transformada estricta de la funcién. Veremos que la transformada
estricta de una separatriz de una foliacién vuelve a ser una separatriz de la transformada de
la foliacién. Asi mismo estudiamos la evolucién de los invariantes locales que hemos definido
asociados a una foliacién y utilizando estas técnicas probamos el siguiente teorema (demostrado
por A. Seidenberg en 1968):

TEOREMA 1. Sea M una variedad analitica de dimension dos, F una foliacion definida
sobre M y p un punto de M que es una singularidad de F. Entonces existe una sucesion de
aplicactones holomorfas

M, =% M, == 20 TS My = M
que cumple lo siguiente: w1 es la explosion de M con centro p y cada 7; es la explosion de M;_q
con centro pj_1; se tiene que m o ---omj(p;) = p para todo j; y si llamamos Fy a la foliacion
F y llamamos F; al transformado por la explosion m; de Fj_1 entonces todas las singularidades
de F,, cuya imagen por la composicion de todas las aplicaciones es p son singularidades simples

de F,.

6. Existencia de separatarices

Una de los resultados mas importantes obtenido a partir de la reduccién de singularidades es
el conocido como Teorema de Camacho y Sad (fue probado por C. Camacho y P. Sad en 1982)
que dice lo siguiente:

TEOREMA 2. Sea M una variedad analitica de dimension dos, F una foliacion definida sobre
M y p un punto de M que es una singularidad de F'. Entonces existe una funcion holomorfa f
definida en un entorno de p con f(p) =0 que es una separatriz de la foliacion F.

Daremos una prueba existencial de este teorema utilizando el indice de Camacho-Sad de una
foliacién a lo largo de una separatriz lisa. Sin embargo existe también una prueba constructiva
de este teorema (debida a J. Cano en 1993) utilizando el Poligono de Newton de la foliacién que
también comentaremos.

7. Frobenius singular

El curso finalizara con el teorema conocido como Frobenius singular (probado por B. Mal-

grange, en 1976 el caso de codimensién 1 que aqui comentaremos y en 1977 el caso general).
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Puesto que este teorema no tiene sentido en el caso de dimensién ambiente 2 (como veremos
enseguida en ese caso las hipétesis nunca se satisfacen) volvemos a considerar el caso general.
Asi pues tenemos una variedad analitica compleja M de dimensién d y una foliacién F de codi-
mansién 1 sobre M. Llamemos S(F) al conjunto de puntos singulares de F, que es un subespacio
analitico de M. Ya dijimos que la condicién de saturacién nos asegura que la codimensién de
S(F) es al menos 2. Observemos que si la dimensién de M fuese 2 entonces S(F), si no es
vacio, se reduce a puntos aislados y su codimensién es exactamente 2. Cuando la dimensién de
M es mayor, lo que nos dice Frobenius singular es que en el caso de que la codimensiéon de
S(F) sea mayor que 2 entonces la foliacién es relativamente sencilla. El enunciado es local. Més
concretamente:

TEOREMA 3. Sea M una variedad analitica compleja, p un punto de M, F una foliacion de
codimension 1 sobre M y w un generador local de F definido en un abierto que contiene a p. St
existe un entorno U de p de forma que S(F)NU tiene codimension mayor o igual que 3 entonces
existen funciones holomorfas f,g definidas en un entorno de p de forma que g(p) # 0 y en el
abierto comin de definicion se tiene que w = g - df (en particular f es una integral primera de
la foliacion).
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Curso 2: Calculo formal para ecuaciones diferenciales

J.M. Aroca Hernandez-Ros (aroca@agt.uva.es)
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1. Introduccién

En este curso vamos a centrarnos en el estudio de local de ecuaciones diferenciales ordinarias
y méas precisamente en el método del Poligono de Newton para la bisqueda de soluciones for-
males. Si las soluciones formales son convergentes, entonces representan verdaderas soluciones
de la ecuacién. En el caso en que las soluciones no sean convergentes, estas soluciones formales
contienen informacién de las soluciones mediante la teoria de la resumacién. Un punto clave en la
teoria de la resumacion es el cardcter Gevrey de las soluciones formales, punto que abordaremos
durante este curso. En el caso en que la ecuacién diferencial sea de primer orden y primer grado,
daremos un teorema de existencia de soluciéon convergente utilizando el método de Newton. Este
mismo teorema serd demostrado en el curso I. Finalmente extenderemos el estudio a la biisqueda
de soluciones series formales que incluyen logaritmos y exponenciales.

2. El método de Newton-Puiseux para curvas y ecuaciones diferenciales

En esta primera sesion vamos a describir el método de Newton-Puiseux para encontrar
soluciones formales de una ecuacién diferencial ordinaria

(1) F(x,y,y',...,y(”)) =0.

Vamos a suponer que f es una serie de potencias formales en las variables x, yo,y1, ..., Yn. En
particular, podemos escribir

(2) F =Y Aapoprpn 2 Y v -y

Siempre que se plantea una ecuacién y se habla de buscar soluciones es necesario precisar el
espacio donde se buscan las soluciones y qué significan estas soluciones. Nosotros vamos a des-
cribir nuestro problema dentro del marco del algebra diferencial. Introduciremos las nociones
de anillo diferencial, extension de anillos diferenciales y polinomios diferenciales nociones que
pueden encontrarse en [Bui 94]. Introduciremos de esta forma los cuerpos diferenciales de series
de Laurent potencias formales con coeficientes en C, el de series de Puiseux C((z))*, y finalmente
los cuerpos de series de potencias formales con exponentes reales en un semigrupo finitamen-
T

te generado o en un conjunto bien ordenado que denotaremos respectivamente por C((z®))" y
C((z®))™. Se tienen asf la extensién de cuerpos diferenciales

C((x))* € C((=*))" € C((«"))".
Consideraremos un polinomio diferencial F' € C((x))"[yo, Y1, - - -, Yn] y buscaremos las soluciones
de la ecuacién F(y) = 0 en el cuerpo diferencial C((z®))®.

De esta forma sabemos que los indices («, po, ..., pn) de F en la expresién (2) pertenecen
a al conjunto I' x N**! siendo I' C R un subconjunto de R bien ordenado. Esto nos permite
definir la nube de puntos de F': Para cada indice (o, p) = (o, po, p1, - - -, pn) definimos el punto

(3) Pop=(a—p1—=2p2— - —npn,po+p1+-+pn) ERxN

Definimos la nube de puntos de F' como el conjunto P(F) = {Pa,p; Aa,p # 0}, v finalmente
llamaremos poligono de Newton de F' a la envolvente convexa del conjunto

U P+ ®sox{0}),
PEP(F)
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y lo denotaremos por N(F). El hecho de que el conjunto I' sea bien ordenado nos garantiza
que N(F) tiene un ntmero finito de vértices y lados. A cada lado L le asociamos un polino-
mio caracterfstico ® (g r)(c) con coeficientes en C y a cada vértice le asociaremos un polinomio
W (Fv) (1) que llamaremos polinomio indicial. Definimos asi el conjunto NIC(F') formado por
los pares (c,u) € C x R tales que: si u corresponde a la inclinacién de un lado L de N(F)
entonces ¢ x, L)(C) =05 si py < p < Witq, siendo p; v 41 las inclinaciones de lados adyacentes
de N(F), entonces W (p,)(u) = 0. Observamos que este conjunto asi definido es un conjunto
semi-algebraico de R? = C x R.

Demostraremos entonces el resultado clave en el que se basa el método del poligono de

Newton: Sea y(x) = cz* + --- una solucién de la ecuacién diferencial F' = 0, entonces (¢, ) €
NIC(F). Este resultado nos permite identificar los “comienzos” de posibles soluciones sin mas
que iterar el proceso: Si y(z) = ¢y xt + coah2 + -+ 4, con py < pg < ..., es una solucién de

F =0, entonces (¢;, p;) € NIC(F;), para todo ¢ > 1, siendo Fy = F, y Fi11(y) = Fi(c;z" +y).
Esta condicién no sélo es necesaria sino que ademas es suficiente. Este resultado nos sugiere un
método para encontrar las soluciones formales de F' = 0:

Método del Poligono de Newton:
Entrada: Una polinomio diferencial F(y).
Salida: Una serie formal y(z) = > ¢; x", con p; < flit1.

1. Definamos F; = F y g = —o0.

2. Parat=1,2,... hacer
» Encontrar (¢;, ;) € NIC(F;) con pu; > pri—1.
» Poner Fii1(y) = Fi(cizh 4 y).

Daremos ejemplos en los que dicho método no pueda llevarse a cabo pues en un paso dado no
exista ningun (¢;, p;) € NIC(F;) con p; > pi—1. Demostraremos que si el método puede llevarse
a cabo, la salida obtenida es una verdadera solucién y estudiaremos la naturaleza del conjunto
de exponentes de las soluciones de F' = 0.

3. Existencia, convergencia y caracter Gevrey de soluciones

Como ya se ha visto, en general es posible asegurar la existencia de soluciones series de
potencias formales. Sin embargo, existen dos casos particulares en los que si podemos asegurar
su existencia:

» El teorema de Puiseux: Si F'(z,y) tiene orden cero, es decir, si es una curva.
= El teorema de Camacho-Sad: Si F' tiene orden 1 y grado 1, es decir, si

Fz,y,y") = Az, y) + Bz, ) y'.
Demostraremos estos dos teoremas utilizando el Poligono de Newton.

Por otra parte veremos que las soluciones formales de una ecuacién diferencial no necesaria-
mente son convergentes. Sin embargo daremos las claves para una demostracién del teorema de
Gevrey que asegura el el crecimiento de los coeficientes ¢, de una solucién estan acotados por
una funcion del tipo K R"n!®. Daremos un método para calcular el tipo Gevrey s y en particular
demostraremos que las soluciones dadas en nuestras demostraciones del teorema de Puiseux y
en el de Camacho-Sad, son convergentes.

4. Operadores diferenciales lineales

Estudiaremos las soluciones formales de las ecuaciones diferenciales lineales. Una ecuaciéon
diferencial lineal es una ecuacién de la forma

(4) 00(e)y(o) + @)y (2) + -+ anfa) y(a) = O
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Introduciremos las nociones de punto regular, singular regular y singular irregular para la ecua-
cién (4). Observaremos en primer lugar que si el punto x = 0 es no singular, utilizando el
método del poligono de Newton que hemos descrito anteriormente podemos obtener una familia
fundamental de soluciones de (4) dando de esta forma una demostracién alternativa del clésico
teorema de Cauchy.

A continuacién estudiaremos el caso singular regular y observaremos cémo con la introduc-
cién de logaritmos en la serie formal podremos igualmente construir una familia fundamental de
soluciones.

En el caso en que = = 0 sea singular irregular necesitaremos introducir no sélo logaritmos
si no también exponenciales en las series solucién. El teorema de Hukuhara-Turrittin dice que
existe una familia fundamentas de soluciones formales de la ecuacién (4) de la forma

t oo k
(5) exp(z bjxi) - 7 - Z Z cijrtilog(z) |,
j=1

i=1 j=0

donde 51 < sp < ... <55 <0,v€C, p; < piy1-

Daremos una demostracién de este teorema utilizando tanto el poligono de Newton que
hemos descrito en sesiones anteriores como el poligono de Newton de Malgrange-Ramis para
operadores diferenciales.

5. Series generalizadas y transeries

Dado un anillo A y un grupo ordenado divisible I, se llama serie generalizada con coeficientes
en A y exponentes en I' a toda aplicaciéon s : I' — A de soporte bien ordenado que represen-
taremos por ) s(y)z” o simplemente ) s, z”. Una serie generalizada se llama reticulada si su
soporte es un trasladado de un semigrupo finitamente generado de I'.

Las series generalizadas con coeficientes en A y exponentes en I' forman un anillo A[[z]]' y
1 ticulad banillo de ést denot A I'SiA b
as reticuladas un subanillo de éste que denotaremos por x}} . Si A es un cuerpo, ambos
anillos son cuerpos; si A es un cuerpo algebraicamente cerrado o real cerrado ambos cuerpos
retienen esa propiedad.

Las transeries se construyen cerrando R{{z}}® respecto de la exponencial y el logaritmo,
forman un cuerpo T ordenado y exponencial dotado de una valoracién natural y de una derivacion
que se puede invertir dando lugar a una integracién con buenas propiedades. En bastantes
sentidos el cuerpo T es un buen cuerpo para resolver ecuaciones diferenciales.

Veremos igualmente aplicaciones de las series generalizadas no reticuladas para el estudio
de algun tipo de valoraciones que juegan un papel importante en la resoluciéon de ecuaciones
diferenciales.
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Curso 3: Quelques techniques pour I’étude topologiques des
singularités de feuilletages holomorphes en dimension deux

Jean-Francois Mattei (mattei@picard.ups-tlse.fr)
Université Paul Sabatier de Toulouse

Selon une idée de René Thom, le “centre organisateur” d’un germe de feuilletage holomorphe
de (C2,0) devrait étre le germe de courbe analytique plane, formée des feuilles analytiques
(séparatrices). Celles-ci existent toujours, d’apres le résultat classique de Camacho-Sad et sont
génériquement en nombre fini. L’objet de ce cours est d’explorer cette approche de la topologie
des singularités de feuilletages, sous des hypotheses tres générales, en parcourant diverses tech-
niques.

Les invariants topologiques les plus immédiats d’un feuilletage singulier, sont ceux de ses
séparatrices. Aussi la premiere partie du cours sera consacré & la classification topologie des
germes de courbe plane et au groupe de leurs C?-automorphisme. Nous préciserons les résultats
classiques d’invariance topologique de l’arbre de résolution et ses liens avec la classification
des variétés (réelles) de dimension trois. Nous donnerons les conditions de réalisation d’isomor-
phismes algébriques entre les groupes fondamentaux des complémentaires de germes de courbes,
par des homéomorphismes entre les espaces de résolutions respectifs.

Nous étudierons ensuite le probleme de I'invariance topologique ou transversalement formelle
des l'indices de Camacho-Sad des séparatrices et des composantes irréductibles des diviseurs ex-
ceptionnels.

Une troisieme du cours concernera la notion de connexité feuilletée et la structure de “I’es-
pace des bouts des feuilles”.

Enfin nous introduirons la notion tres générale de monodromie, son lien avec le pseudo-groupe
d’holonomie et nous donnerons la trame de la démonstration de la conjecture de Cerveau-Sad,
concernant l'invariance topologique des holonomies projectives.
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Curso 4: Teoria de Galois diferencial

José Manuel Aroca Herndndez-Ros (aroca@agt.uva.es)
Jorge Mozo Fernandez (jmozo@Qmaf.uva.es)

1. Extensiones de Picard-Vessiot y grupo de Galois diferencial

En este curso trabajaremos indistintamente con sistemas de ecuaciones diferenciales lineales
y’ = Ay, donde A € M,,(K), o con operadores diferenciales L = 9" +a,,_10" ' +---+ag € K|[0].
Posteriormente veremos que estas dos aproximaciones son equivalentes. En todo momento K
denotard un cuerpo diferencial, es decir, un cuerpo, de caracteristica cero, dotado de una
derivaciéon 0 : K — K, la cual verifica:

» J(a+b) =0(a)+ I(b).
» J(ab) = ad(b) + bO(a).

El subconjunto
CK)={xe€ K |d(c)=0}
es el cuerpo de constantes de K.

Tratamos de construir un andlogo a la teoria de Galois algebraica clasica, para este tipo
de objetos. Al igual que en la teoria algebraica, uno de los objetivos serd ver si un operador
diferencial lineal admite soluciones en términos de funciones elementales y cuadraturas. Asi, si
F es una extensién diferencial de K, definimos el espacio de soluciones del operador L en F'
como

Solp(L) = {z € F | L(x) = 0},
y de manera andloga para sistemas. Si el cuerpo de constantes de F' es el mismo que el de K, se
mostraré:

PROPOSICION 1. Solp(L) es un K-espacio vectorial de dimensidn menor o igual que n.

El primer objetivo es construir una extension diferencial F' de K que contenga “todas las
soluciones” de L. Asi, definimos:

DEFINICION 2. Un anillo diferencial R O K es un anillo de Picard-Vessiot de L si:
1. C(R) = C(K).

2. R contiene n soluciones K-linealmente independientes de L. En el caso de sistemas,
existe una matriz fundamental M de soluciones con coeficientes en R.
3. R es minimal con la propiedad anterior.

Se muestra que un tal anillo es un dominio, y a su cuerpo de fracciones lo llamaremos cuerpo
de Picard-Vessiot de L.

TEOREMA 3. Si C(K) es un cuerpo algebraicamente cerrado, entonces siempre erxiste un
cuerpo de Picard-Vessiot para L. Ademds, dos tales cuerpos son isomorfos.

Una vez construida la extension de Picard-Vessiot de una ecuacién diferencial lineal, pasamos
a definir el grupo de Galois de la ecuacién: si F' es la extension de Picard-Vessiot sobre K,
definimos:

G = Gal(F|g) ={o : F — F | 0 es automorfismo diferencial, y o|x = idx} .

Si C = C(K), Identificamos el grupo de Galois con un subgrupo de GL(n, C'). Se tiene el siguiente
teorema bdésico:

TEOREMA 4. Gal(F|x) € GL(n,C) es un grupo algebraico.
11
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Un grupo algebraico serd un subgrupo de GL(n,C) que es, a su vez, conjunto algebraico, es
decir, que esta definido por un nimero finito de igualdades polinomiales. En adelante supondre-
mos que C' = C.

La condicién de ser un grupo algebraico reduce enormemente las posibilidades. Asi, sin =1,
los tinicos subgrupos algebraicos de GL(1,C) = C* son los grupos de raices de la unidad (finitos),
y todo C*. Se dispone de clasificaciones de grupos algebraicos en dimensiones bajas.

Al igual que en la teoria de Galois clésica, tenemos una correspondencia de Galois, biyeccion
entre subgrupos algebraicos de G, y subcuerpos diferenciales de F'. La clave de la prueba de la
existencia de esta biyeccién estriba en mostrar, como en la teoria de Galois algebraica clasica,
que si z € F'\ K, existe un automorfismo diferencial o de F tal que o(z) # =. Ademas, si H es
un subgrupo de G, se tiene que H <1 G si y solo si el subcuerpo

Fl ={zecF|VocH, ox)=z}

es G-invariante.

2. Soluciones liouvillianas

Empleamos la teoria de Galois para determinar si una ecuacién diferencial lineal admite
solucién por cuadraturas. Si K’ es una extensién diferencial de K, se llamara liouvilliana si
existe una cadena

K=KiCK C---CK, =K
de extensiones diferenciales, tales que, si 1 <1i <r, K; = K;_1(o;), donde:

(a) O bien «; es algebraico sobre K;_;.
(b) O bien o € K;_1 (o; es una primitiva).
(c) O bien o /a; € K;—1 (o; es una exponencial).

Abordamos el resultado siguiente:

TEOREMA 5. [Kap 57| El sistema de ecuaciones lineales y' = Ay sobre K es resoluble en
términos de funciones liowvillianas si y sélo si la componente de la identidad G° de su grupo de
Galois es resoluble.

Para ello, mostramos previamente que GG admite un nimero finito de componentes conexas,
de las cuales, la que contiene a la identidad, G°, es un subgrupo normal de G.

La base de la demostracion del teorema anterior es el siguiente resultado relativo a grupos
de matrices:

TEOREMA 6 (Lie-Kolchin). Un grupo G C GL(n,C) conexo es resoluble si y solo si es
triangularizable.

Asi, en particular, GG tiene un subespacio invariante unidimensional. Esto implica que, si una
ecuaciéon L(y) = 0 tiene soluciones liouvillianas, entonces existe una solucién z tal que 2’/z es
algebraica, de grado menor o igual que m, donde m = [G : Go|. Este nimero m puede rebajarse
eventualmente, teniéndose el resultado siguiente, que comentaremos:

TEOREMA 7 (Singer [Sin 81]). Eziste una funcion I : N — N tal que, si un operador
diferencial L de orden n tiene una solucion liouvilliana, entonces tiene una solucion z tal que
2'/z es algebraica de grado a lo mds I(n).

La resolubilidad del grupo de Galois es la base de diversos algoritmos sugeridos para deter-
minar la existencia de soluciones liouvillianas. Asi, si n = 2, consideremos la ecuacién y” = ry,
con grupo de Galois G C SL(2,C). Se tienen los siguientes casos:

(a) G es triangularizable.

(b) G esta contenido en el grupo diédrico infinito D, y no se da el caso (a).
12
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(c) G es finito, y no se dan los casos (a) y (b).
(d) G =SL(2,0C).

De los algoritmos existentes, haremos una breve resena del algoritmo de Kovacic [Kov 86].

3. Generadores del grupo de Galois

Consideremos ahora sistemas de ecuaciones diferenciales lineales sobre C({z}). Un sistema
fundamental de soluciones es de la forma F(z) -z, con F matriz de funciones definida en algiin
disco punteado D}, = D\ {0}. Distinguiremos entre singularidades regulares e irregulares. En
el caso regular, mostramos lo siguiente:

PROPOSICION 8. Para un sistema de ecuaciones diferenciales lineales y' = Ay, son equiva-
lentes:

(a) El sistema tiene una singularidad regular.
(b) El sistema es equivalente a uno del tipo vy’ = Agy, con Ay € M, (C).
(¢) Las soluciones del sistema tienen crecimiento moderado.

Antes de pasar al caso irregular, mostraremos el lema del vector ciclico, que nos permite
establecer la equivalencia entre sistemas y operadores. Es clasico que a partir de un operador
diferencial L podemos construir un sistema y’ = Ay, siendo Ay, la matriz companera de L. El
lema del vector ciclico es una suerte de inverso de este resultado.

TEOREMA 9 (Deligne [Del 70]). Dado un sistema de ecuaciones diferenciales lineales y’ =
Ay, existe un cambio de variable y = Pz que lo convierte en z” = Bz, donde B es la matriz
companera de algun operador diferencial.

Construimos un sistema fundamental formal de soluciones:

TEOREMA 10 (Fabry-Hukuhara-Turrittin [Tur 55, Was 87]). Un sistema fundamental for-
mal de soluciones es de la forma F(t) -t - QWY | con t? =z, F(t) € M,(C[[t]]), L € M,(C),
Q(1/t) = diag(q1(1/t), ..., qn(1/1)), ¢i(x) € 2 - Cla], L-Q = Q- L.

Los polinomios ¢;(1/t) son invariantes de la ecuacién, y sus grados definen los niveles de la
misma, que no son mas que las pendientes del poligono de Newton-Malgrange del sistema, tal y
como se ha construido en el curso Cdlculo formal para ecuaciones diferenciales..

El grupo de Galois local formal se puede construir a partir de esta estructura explicita del
espacio de soluciones. Definimos para ello una serie de conceptos. En primer lugar procedemos
a definir la monodromia analitica: en el caso regular ésta engendra el grupo de Galois como
grupo algebraico (teorema de Schlessinger). Se ilustrard este caso regular comentando el
célculo de la monodromia para la ecuacién hipergeométrica de Gaufl [Var 91]:

z(1—2)y" + (c— (a+b+1)x)y — aby = 0.

Para otras ecuaciones clésicas, como las hipergeométricas confluentes, diversos cédlculos del grupo
de Galois pueden encontrase en la literatura (MR 90, DL 92]).

En el caso irregular definimos la monodromia formal y el toro exponencial. Ambos
bastan para generar el grupo de Galois diferencial formal.

Para el caso analitico, precisamos introducir, al menos brevemente, la nocién de sumabili-
dad. Sin tiempo para entrar en detalle de esta teoria, nos limitaremos a enunciar una serie de
resultados necesarios para comprender la construccién de los automorfismos de Stokes. Para més
detalles sobre sumabilidad, remitimos al alumno a [Bal 94, Bal 00, MR 92, Moz 01, PS 03].

La sumabilidad nos permite representar analiticamente las series formales en sectores adecua-
dos. A partir de esa nocion, definimos las matrices de Stokes, las cuales codifican la diferencia

entre dos determinaciones analiticas de una misma solucién formal. Ilustramos esta situacion
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con ejemplos tipicos, como la ecuacién de Euler, o la ecuacién de Airy. Estas matrices de Stokes
son elementos del grupo de Galois. El teorema fundamental es el siguiente:

TEOREMA 11 (Ramis [MR 91]). El grupo de Galois G C GL(n,C) de una ecuacion lineal
con coeficientes en C({x}) estd generado, como grupo algebraico, por:

(a) La monodromia formal.
(b) El toro exponencial.
(¢) Las matrices de Stokes.
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